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Sistem Persamaan Linear (SPL)

Sub Pokok Bahasan
— Pendahuluan
— Solusi SPL dengan OBE

— Solusi SPL dengan Invers matriks dan Aturan
Crammer

— SPL Homogen

Beberapa Aplikasi Sistem Persamaan Linear
» Rangkaian listrik
» Jaringan Komputer

» Model Ekonomi
» dan lain-lain.

07/03/2007 12:14 MA-1223 Aljabar Linear 2



1. Pendahuluan 'I

@

SE L TELK{

Persamaan linear adalah persamaan dimana peubahn
tidak memuat eksponensial, trigonometri (seperti s
cos, dll.), perkalian, pembagian dengan peubah lai
atau dirinya sendiri.

Contoh :

Jika perusahaan A membeli 1 Laptop (x) dan 2 PC (
maka ia harus membayar $ 5000, sedangkan jika

membeli 3 Laptop dan 1 PC maka ia harus memb
$ 10000.

Representasi dari masalah tersebut dalam bentuk
x + 2y = 5000
3x+ y= 10000
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Bentuk umum sistem persamaan linear lll
DGRV D Gl S e e L O

In“*n

Qs gel A X e e S =g

2n’*n

de @YaEge SOX Slem Saa s oX A1)

m

Dapat ditulis dalam bentuk :

/all Ay, aln\ /)(1\ (bl )
A, Qo Ay, X, = b,
\aml s amn) \Xn) kbm )
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Atau
AX =B
dimana
— A dinamakan matriks koefisien
— X dinamakan matriks peubah
— B dinamakan matriks konstanta

Contoh :

Perhatikan bahwa SPL
x+ 2y = 5000
3x+ y= 10000
dapat ditulis dalam bentuk perkalian matriks

s s ) = (o,
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Solusi SPL 'I

= Himpunan bilangan Real dimana jika
disubstitusikan pada peubah suatu SPL akan
memenuhi nilai kebenaran SPL tersebut.

@

SELTEL{ s

Perhatikan SPL :
x + 2y = 5000
3x+ y= 10000
Maka
{x =3000, y =1000 } merupakan solusi SPL tersebu
{x= 1000, y =3000 } merupakan bukan solusi SPL i

Suatu SPL, terkait dengan solusi, mempunyai tiga
kemungkinan :

— SPL mempunyai solusi tunggal
— SPL mempunyai solusi tak hingga banyak
— SPL tidak mempunyai solusi
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[lustrasi Solusi SPL dengan garis pada kartesius lll

SELTEIK( S

y

(2, 2) merupakan titik potong
dua garis tersebut

Tidak titik potong yang lain
selain titik tersebut

Artinya : SPL 2x-y=2
X-y=0
Mempunyai solusi tunggal, yaitu x = 2, y = 2
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Perhatikan SPL
X -y =0
2X —2y =2
Jika digambar dalam kartesius

4 Yo A y=x-1

/21 X
Terlihat bahwa dua garis tersebut adalah sejajar
Tak akan pernah diperoleh titik potong kedua garis itu
Artinya
SPL diatas TIDAK mempunyai solusi
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Perhatikan SPL III
X -y =0
2X -2y =0

Jika kedua ruas pada persamaan kedua dikalikan %

Diperoleh persamaan yang sama dengan pers. pertama
Jika digambar dalam kartesius

i 2x = 9y=00

X

»
|

/,
Terlihat bahwa dua garis tersebut adalah berimpit
Titik potong kedua garis banyak sekali disepanjang garis tersebut
Artinya

SPL diatas mempunyai solusi tak hingga banyak
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" Q
Solusi Sistem Persamaan Linear dengan OBE Il -
e Tulis SPL dalam bentuk matriks yang diperbesar
e Lakukan OBE sampai menjadi esilon baris tereduk

Contoh :

Tentukan solusi dari SPL
3X—Y. 79
X4 3= 5

Jawab :

Martiks yang diperbesar dari SPL
3 -1|5 135075 180 1005
L& 45 901 0 10| 10

Jeagsad S0 2
0 1|1 8794 E1 |
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Tulis kembali matriks yang diperbesar hasil OBE !I!
menjadi perkalian matriks

o 1) GHY)

Solusi SPL tersebut adalah x=2 dan y =1

SE L TELK (s

Contoh :
Tentukan solusi (jika ada) dari SPL berikut :
a. Claehile =i 4
a - b.=-1
P4 B el T
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be. .+ re 504

G —tDo=—
—-a+b =1

Cl aazt e, =k
a.—-b, ==1
—-a+b =2

Jawab :

a.
[ F T Ta%0)" -0 (1
78—t =t Fra- s Sase S oAl 2
Q. 2en 2l 0@ a3

Terlihat bahwa solusi SPL adalah
a=1,b=2 danc=3
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b. A S D S 1% - O A III Q
Po 1o b=t b gs of 2o pas
\—1 1 O 1) 0O 0 01O
Jika dikembalikan kedalam bentuk perkalian matriks
diperoleh :
1 0 1)(a 1
S 2ot bl M T LS
0 0 0)lc 0

Ini memberikan a+ c¢c=1 dan b+ c=5.
Dengan memilih ¢ = t, dimana tadalah parameter.
Maka solusi SPL tersebut adalah :

a -1 1
b|=|-1[t+|5 , dimana tadalah parameter
C 1 0
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Ca

1 0 1| 4
v 0 e §
b L1 0 e

Terlihat bahwa ada baris nol pada matriks koefisien
tetapi matriks konstanta pada baris ke-3 sama dengan

1 (tak nol)

. O =
O ¥y
O B

Dari baris ke-3 diperoleh hubungan bahwa

a
b
C

J
~ |0
0

O.a+ 0.b=1.
Tak ada nilai a dan b yang memenuhi kesamaan ini.
Jadi, SPL tersebut tidak memiliki solusi.
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Contoh :
Diketahui SPL :
KTl e D=y 2o
3x—y+ 5z =2
4x+ y+ (a? - 14) z= at+2
Tentukan a sehingga SPL :
a. Mempunyai solusi tunggal
b. Tidak mempunyai solusi
c. Solusi yang tidak terhingga
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Jawab:
Matrik diperbesar dari SPL adalah

(etlomaniced A 0P e Be] 4
| 5 P B | Ul (e -10
AR e A e D T AR 0 )

0 0 [N a4

a. Agar SPL mempunyai solusi tunggal:
a’— 16 = 0 sehingga a=#+ 4
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(120050 =3 4%
SR AR Vi L [Ty
0 0 a*-16|a-4

b. Perhatikan baris ketiga
Ox+ Oy+ (a>-16a)z=a-4
SPL tidak mempunyai solusi saat
a’-—16=0 dan a—4 =0
Sehingga a=+4 dan a # 4.
Jadi, a = -4.
c. SPL mempunyai solusi tak hingga banyak
a>-16=0 dan a-4=0
Jadi, a=4
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Solusi SPL dengan Matriks Invers

dy; ;v Ay, X, b
1

a, Q; - Ay, X, b

5 & 5 5 - 2

dy a0 Ay Xy b
n

Atau
AX =B

Kalikan setiap ruas di atas dengan A~
A1TAX =A'1B
diperoleh :
X=A1B
Ingat bahwa suatu matriks A mempunyai invers

Jika dan hanya jika
Det (A) = O.
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Contoh :
Tentukan solusi dari SPL berikut :

¥ - C:o= a4
a—- b =-1
2b+c =7
Jawab :
Perhatikan bahwa loralacd
S e o e S
oyl

Jadi A mempunyai Invers

L824
AR ohald s
27 >=2. [*]
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sehingga X = A-! B berbentuk :
s DR LN TP RN, T
bate="lznl2 alrraal “1{=.12

QG IC oo ol @A 2 3

Jadi, Solusi SPL tersebut adalah

/a\ /1\
[ =i
c) 3

07/03/2007 12:14 MA-1223 Aljabar Linear 20



Solusi SPL dengan aturan Cramer '[I Q
Misalkan SPL ditulis dalam bentuk AX = B, yaitu :

dy, Ay Qg Xy b1
Ay Ayt Gy | | X b,
Ay Ay o Ay X, bn

Jika determinan A tidak sama dengan nol

maka solusi dapat ditentukan satu persatu (peubah ke-i,
Langkah-langkah aturan cramer adalah :
e Hitung determinan A
 Tentukan A; = matriks A dimana kolom ke-i diganti oleh

Contoh : et "
a b § - |

el . et

g bn el
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 Hitung | A |

* Solusi SPL untuk peubah x; adalah

a2 det(A)
" det(A)

Contoh :

Tentukan solusi b dari SPL berikut :

a+c = 4

a—- b =-1

2b+c =7
Jawab :
Perhatikan bahwa

07/03/2007 12:14
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Maka I‘.E!
| _ det(AD) ST
~ det(A)

-1 0 1 0 1 -
+ (-4)
{e-1 0 1 0 7

=1(-1-0)+(-4) (1-0)+1(7-0)
=-1+ (-4) +7 =2

! + 1

Jadi, Solusi peubah b yang memenuhi SPL adalah b = 2
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Tentukan solusi SPL untuk peubah a ?

det (Aa )

det (A )

4 0 1

-1 -1 0

YTy A S
1

2 400
7 Ol

2 P
= 4(-1-0)+1(-2-(-7))
= drEE 0FES

=l
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Sistem Persamaan Linear Homogen
Bentuk umum

A 1X1 + q2Xo +---+AYnXp = 0
do1X1 +ad9oXo +---+adonXpy = 0

e SPL homogen merupakan SPL yang konsisten,

= selalu mempunyai solusi.
e Solusi SPL homogen dikatakan tunggal jika solusi it
adalah {X1 =Y AT ) & :O}
e Jika tidak demikian,
SPL homogen mempunyai solusi tak hingga banyak.
(biasanya ditulis dalam bentuk parameter)
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Contoh :
Tentukan solusi SPL homogen berikut
2p+q-2r-2s = 0

Daa e ate2 S50 =nl)
-p +2g-4r+s=0
3p. — 38 =0

SPL dapat ditulis dalam bentuk

Aatr Ty St/ L SHEG R L
TA ARz 500
PO B S i )
R Pl SIS

I
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dengan melakukan OBE diperoleh :
G e
0 1 -2 0]0
0 0 0 0]O0
20 S0 20 =0 0

Maka solusi SPL homogen adalah :

p=aq,
q=2b,
s = a, dan
r = b,

dimana a, b merupakan parameter.
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Contoh :
Diketahui SPL

(b O O o Lo o O
0 1-b 1 y |=|0
\O 1 1-b) @07 %) \O/

a. Tentukan b agar SPL memiliki solusi tak
hingga banyak
b. Tuliskan solusi SPL tersebut

Jawab :

Solusi suatu SPL homogen adalah tak tunggal
jika det(A) = 0.
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< (-b)((1-b)(1-b)—-1 =0
(-b) (b2 -2b+1-1) =0
(—b) (b2 — 2Db) =0
b=0 atau b=2

Solusi SPL tak hingga banyak saat b=0 atau b= 2
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e Saat b=0
O/a:0-2 DA ex2 =20
0. =k y [(=]0

Dengan OBE maka

e ala Dad(na()
Oiin= 1M 21 e Oy (M- 2]
Oab 0 6 0

Misalkan p,q adalah parameter Riil, maka

e GO e LR
Y |=|-d |=| 0 |p+|-1]q
(O S TR Ve P e
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e Saat b=2
(a2 %20 0N/ x\ (0)
0.4 e darlheay =10
(adaeslem=alldode et

Dengan OBE maka
-2 0 O L2020 122 00 120720
0SS e S I A P S i B P B SRR B e L ey SR
R S ) S £ R SR 0 21 00 O

Misalkan q adalah parameter Riil, maka

A DN L)
yl=1q|=1|g
Ry B
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Contoh 9 :

Perhatikan ilustrasi segitiga berikut :

Tunjukan bahwa :

a?= b2+ 2 —-2bccosa
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Jawab :
Dari gambar tersebut diketahui bahwa :
ccosff + bcosy =a
ccosa + acosy =b

bcosa + acosf =c

atau

AT A cosa e a
c 0 aflcosp |=|Db

G o ey - S
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Perhatikan bahwa :

f0es e b ;
C.2iad C
dett ¢ 0 a [=0+c(-1)" +h(-1)"
b O b a
\b a O)
= —c(ab)+b(ac) =2abc
Dengan aturan Crammer diperoleh bahwa :
a c b
b 0 a
@l ae) 1 LoD a 0 P o
2 Lo m ) 0+a (-1
o 2abc 2abc[c( ) c O Ll b aj
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o SR
2abc

COSa =

c’—a’+b’
2bc

Jadi, terbukt bahwa

a? = b? + 2 - bc cosa
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Latihan Bab 3

1. Tentukan solusi SPL berikut :
2a—8b =12
3a—-6b=9
—a+2b=-4

2. Tentukan solusi SPL :
2P 20— 038 =%
P 4 2s =8
=@prdig = a6
3. Tentukan solusi SPL homogen berikut :
p-5q-4r-7t=0
2p+10q-7/r+s—7t=0
r+s+7/t=0
-2p-10g+8r+s+18t =0
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4. Diketahui SPL AX=B

1 0 1 X]_ 1
A= 1-1 0 || X=|xp| dan B=|-1
Okt st f X3 1

Tentukan solusi SPL di atas dengan menggunakan :
— operasi baris elementer (OBE )
— Invers matrik
— Aturan Cramer

5. Diketahui

B P

X Xy

Tentukan X ={ } yang memenuhi.

X oS
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6. SPL homogen (dengan peubah p, g, dan 1 l|| Q

SEL TELK( s

p+29+r=0
g+2r=20

k?p+(k+1)g+r=0
Tentukan nilai k sehingga SPL punya solusi tunggal

7. Misalkan
e
B =
% _
Tentukan vektor tak nol Uzﬁxj sehingga - _ &
y

I
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